リュウシ セル オートマトン ノ ヒジレイカ オヨビ カクリツカ ニツイテ ヒセンケイ リサン カセキブンケイ ノ ヒロガリ by 高橋, 大輔 et al.
Title粒子セルオートマトンの非自励化および確率化について(非線形離散可積分系の拡がり)
Author(s)高橋, 大輔; 桑原, 英樹; 池上, 貴俊; 松木平, 淳太










(On Deautonomization and Randomization of
Particle Cellular Automata)
By
高橋大輔 (Daisuke Takahashi)¤，桑原英樹 (Hideki Kuwabara)¤，
池上貴俊 (Takatoshi Ikegami)¤，松木平淳太 (Junta Matsukidaira)¤¤
Abstract
We propose a speci¯c type of deautonomization of some particle cellular automata. The
particle cellular automata are described by max-plus expression and their initial value problem
is solvable through the transformation of variable. Deautonomization is introduced by pre-
serving the form of this transformation. Moreover, we introduce stochastic variables into the
external force terms of nonautonomous particle cellular automata. The fundamental diagram,
that is, the relation between the density and the mean °ux of particles, is derived theoretically
under some stochastic assumptions.
x 1. はじめに | 自励粒子セルオートマトン
セルオートマトン（Cellular Automaton，以降CA）は独立変数と従属変数がすべて
離散的なデジタル系のうち，特に従属変数の値域が有限集合となるものを指す [1]．本稿
では時間については 1階で，従属変数が 0か 1の値を取る (1 + 1)次元 2値 CAのうち以
下の時間発展方程式に従うものを考える [2]．




j¡1 ¡ qnj ; qnj = q(unj+r1+1; unj+r1+2; : : : ; unj+r2)
ここで nは整数時刻，jは整数の空間座標（以降サイトと呼ぶ）とし，状態変数 uは実数
値をとるとする．r1, r2は r1 · 0 · r2を満たす整定数であり，qは r2 ¡ r1個の引数をも
つ関数である．上式は un+1j の値が時刻 nでのサイト j + r1 から j + r2 までの uの値に
依存する時間発展方程式であり，それらを（un+1j に対する）近傍，r = r2 ¡ r1 + 1を近
傍数と呼ぶことにする．
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j ¡ 1 から j への
流入量
¡ qnj|{z}
j から j + 1 への
流出量
と解釈できる．この解釈にもとづいて関数 qを流束あるいは流量と呼ぶことにする．




(1.1)の右辺は常に 0か 1の値しか返さないとしよう．これは関数 q(x1; x2; : : : ; xr2¡r1)を
うまく設定することで実現可能である．この仮定より，初期値の uが 0, 1だけで成り立っ
ているとき，任意の時刻の uも 0, 1で閉じることになり，(1.1)は時間 1階 r近傍 2値CA
の時間発展ルールを与える．
unj を時刻 n，サイト j での粒子数とみなせば，上記の保存量によりサイト全体での
粒子の総数は時刻によらず一定となるので，この CAは粒子が移動する系と等価になる．
このような系を粒子 CA（Particle CA）と呼ぶことにし，近傍数が rのものは PCA rと
いうラベルを付けることにする [3]．PCA3の場合，座標変換，変数変換によって同値な
ものを同一視すると，ルール番号 184の初等的 CA（Elementary CA）が唯一のものとな
り，時間発展規則は以下のように与えられる．




j¡1 ¡ qnj ; qnj = q(unj ; unj+1)
(x; y) (1; 1) (1; 0) (0; 1) (0; 0)
q(x; y) 0 1 0 0
この qから，
サイト j に存在する粒子 (unj = 1) は，サイト j + 1 に粒子が存在しなければ

























(1.5) q(x; y) = min(x; 1¡ y)
そして超離散 Cole-Hopf変換
(1.6) unj = f
n
j ¡ fnj¡1 +
1
2
を通じて (1.2)を fnj に関する方程式






時刻を n = 0とすると，(1.7)を再帰的に用い，表現を簡約化すれば

















j ¡ qnj +B
という形の，流束 q がひとつ減った形に還元できる．そして q の形式によっては，(1.1)
の uについての初期値問題が，より単純な f についての初期値問題に帰着できる場合が
ある．上述の PCA3においては，元々は 2値のルール表であった関数 qをmax-plus表現
に置き換えることにより，このことに成功している．
2値 CAをmax-plus表現で書き換えることのもうひとつの特徴は，実数系への拡張
である．(1.7)から一般解 (1.8)を求める際に，uを 0か 1の値に限定するという条件は用
いていない．さらに，流束 (1.5)で表した (1.2)を uが任意の実数値をとる方程式として
扱い，変換 (1.6)を通じて f の初期値問題 (1.7)を解いても，(1.4)は変わらないことが示
せる．つまり，今まで 0, 1の 2値 CAであった粒子 CAが，漸近挙動を保ったまま実数
系に拡張できる．以下で述べる 4近傍粒子 CAでも同様に 2値 CAから実数系への拡張
が成功しており，2値のルール表の代わりに max-plus表現を用いることで自然な拡張系






図 1. 実数を初期値とする PCA3の時間発展 (½ = 0:701 : : :)
より発展した問題である 4近傍粒子CA (PCA4)は，独立なものが 4つ存在する．そ
のうちの 3つ (PCA4-1, 4-2, 4-3)は，PCA3と同様に流束をmax-plus表現でうまく表す
ことで f の初期値問題が解け，基本図を導くことができる [3]．以下にそれらの方程式を
示す．




j¡1 ¡ qnj ; qnj = q(unj¡1; unj ; unj+1)
² PCA4-1
(x; y; z) (1; 1; 1) (1; 1; 0) (1; 0; 1) (1; 0; 0) (0; 1; 1) (0; 1; 0) (0; 0; 1) (0; 0; 0)
q(x; y; z) 0 1 0 1 0 1 0 0
q(x; y; z) = min(x+ y; 1¡ z);
unj = f
n










(x; y; z) (1; 1; 1) (1; 1; 0) (1; 0; 1) (1; 0; 0) (0; 1; 1) (0; 1; 0) (0; 0; 1) (0; 0; 0)
q(x; y; z) 0 1 0 0 0 0 ¡1 0
q(x; y; z) = min(max(¡z; x+ y ¡ 1); 1¡ z);
unj = f
n




















(x; y; z) (1; 1; 1) (1; 1; 0) (1; 0; 1) (1; 0; 0) (0; 1; 1) (0; 1; 0) (0; 0; 1) (0; 0; 0)
q(x; y; z) 0 1 0 0 0 0 0 0
q(x; y; z) = min(max(0; x+ y ¡ 1); 1¡ z);
unj = f
n















PCA4-1, 4-2, 4-3の f の時間発展方程式の右辺に共通の形式は
f の単項あるいは f の単項と定数の和をいくつか並べ，それらをmax, min演算
により大小比較を行っている．























































¡ anj ; fnj+1
´
となり，上の形式に従う．
たとえば uを再び 0, 1の 2値 CAとし，anj を 0か 1の値をとる外部変数であると仮
定しよう．流束 qより，この粒子系の移動規則は
サイト j にいる粒子 (unj = 1) は j + 1 に粒子が存在せず (unj+1 = 0)，さらに
anj = 1ならば j + 1に移動し，そうでなければ j にとどまる．
となる．すなわち anj は粒子の移動を制御する信号機の役割を果たしている．このとき



































と時間発展が定まる．そして任意の j, nにおける fnj を ff0i gより決定する問題は以下の
数え上げの問題に帰着する．まず，横軸 j，縦軸 nの整数格子平面を考える．そして座標
(i; 0)から座標 (j; n)に至る図 2のような経路をすべて考える．任意の経路は縦，斜め右，
斜め左の部分経路から成り立っている（したがって j ¡ n · i · j + n）．そして，ある経



























図 2. (i; 0)から (j; n)へ至る経路の例
しかしながら，それでも時間発展方程式 (2.10)の右辺のmaxの中の項がどれも f の単項
で成り立っていることが問題の難しさをずっと易しくしている．もし単項でなくたとえば






















j ; 1¡ unj+1);
unj = f
n








j¡1 ¡ anj¡1 +
1
3






qnj = min(max(¡min(bnj ; unj+1);min(anj ; unj¡1 + unj ¡ 1)); 1¡ unj+1);
unj = f
n





























j ¡ 1)); 1¡ unj+1);
unj = f
n












どの系も anj , bnj が外力項であり（PCA4-3は anj のみ），u 2 f0; 1gの CAの場合に
anj ´ bnj ´ 1とすると元の自励系に一致する．
x 3. 非自励粒子セルオートマトンの確率化
x 3.1. 3近傍の場合
PCA3を非自励化した方程式 (2.9)に対して，0以上 1以下の定数 ®を用いて外力項
anj の値を (j; n)毎に
anj =
8<:1 （確率 ®）0 （確率 1¡ ®）
より確率的に定める．非自励化PCAの外力項をこのように確率化して得られる系を SPCA













論値が一致することから確かめられている．図 3に ® = 0:25, 0.5, 0.75, 1の場合の基本
図をプロットする．サイトK を 10000として時刻 nが 100000でのQを数値実験におい
て測定した結果を黒丸で示している．実線は以下に述べる理論曲線である．
この基本図の理論曲線はどのように導出できるであろうか．この種の理論曲線の導出


















±unj+1;x1±unj+2;x2 ¢ ¢ ¢ ±unj+`;x`
±x;y はクロネッカーのデルタであり，Px1x2:::x` はサイト数K および時刻 nが無限大の極
限での 0, 1パターン x1x2 ¢ ¢ ¢x`の密度を与えている．ここで第一の仮定として，SPCA3
では上式の右辺の値はK, n!1で一定値に収束し，その値は粒子密度 ½および確率パ
ラメータ ®にのみ依存するとする．また P の定義より
P1 = ½; P0 = 1¡ ½;
P0x1:::x` + P1x1:::x` = Px1:::x` ; Px1:::x`0 + Px1:::x`1 = Px1:::x`
や
P01 = P10; P11 = ½¡ P10; P00 = 1¡ ½¡ P10
などの法則が常に成り立つ．さらに粒子の移動規則より


























SPCA3と同様に，非自励化した PCA4-1, 4-2, 4-3の外力項を定数 ®, ¯ を用いて
anj =
8<:1 （確率 ®）0 （確率 1¡ ®）; bnj =
8<:1 （確率 ¯）0 （確率 1¡ ¯）
という確率変数に置き換えれば，確率粒子系 SPCA4-1, 4-2, 4-3が得られる．たとえば
SPCA4-2の場合，粒子の移動規則は
サイト jに存在する粒子 (unj = 1)は，j¡ 1に粒子が存在し (unj¡1 = 1)，j+1に
粒子が存在せず (unj+1 = 0)，さらに anj = 1ならば j+1に移動する．また，j¡ 2
と j ¡ 1のどちらにも粒子が存在せず (unj¡2 = unj¡1 = 0)，さらに bnj = 1ならば
j ¡ 1に移動する．どちらの場合にもあてはまらなければ j にとどまる．
となる．この移動規則よりK, n!1で
P10 = ®P11000 + ®(1¡ ¯)P11001 + ¯P001 + (1¡ ®)P110 + P1010
+ (1¡ ¯)P0010 + ®P1110 + ®P10110 + ®(1¡ ¯)P00110
= P10 + ®P11000 + ®(1¡ ¯)P11001 + ¯P00111 + ¯(1¡ ®)P00110
が成立し，
®P11000 + ®(1¡ ¯)P11001 + ¯P00111 + ®(1¡ ¯)P00110 = 0
となる．よって 0 < ® < 1, 0 < ¯ < 1の場合，
P11000 = P11001 = P00111 = P00110 = 0
が導かれ，よって
P1100 = P0011 = 0
となる．したがって SPCA4-2ではパターン 11と 00はK, n ! 1で隣り合わない．さ
らに上の粒子の移動規則から 11と 00が共存できないことが示せる．以上より，8<:P11 = 0; P01 = P10 = ½; P00 = 1¡ 2½ (½ · 1=2)P00 = 0; P01 = P10 = 1¡ ½; P11 = 2½¡ 1 (½ > 1=2)
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となる．また粒子の移動規則より平均流束は
Q = ®P110 ¡ ¯P001
となるので，上のことから
Q =
8<:¡¯P001 (½ · 1=2)®P110 (½ > 1=2)
となる．したがって ½ · 1=2では P001を，½ > 1=2では P110を ½, ®, ¯で表せればQを
求めることができる．たとえば ½ · 1=2では P11 = 0を考慮して














実験として，図 4 (a)に P00P0001 と P000P001 の比較を，(b)に P1P110 と P11P10 の比較
を示す．なお，サイト数K を 1000として時刻 nが 9001から 10000までの平均値を用い
ている．（時間平均を取る理由は，サイト数が小さい系でもK !1に近い良好な計算結果
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図 4. SPCA4-2の確率等式を確認する数値実験．(a) P00P0001 と P000P001 の比較，(b)






(3.2.2)の等式を用いると (3.2.1)から P001 で閉じた方程式を導くことができ，結局
Q = ¡1¡ ½¡
p
(1¡ ½)2 ¡ 4¯½(1¡ 2½)
2
が得られる．同様にして ½ > 1=2では
Q =
½¡p½2 ¡ 4®(1¡ ½)(2½¡ 1)
2
となる．以上の結果を元に，基本図の数値実験結果（黒丸）と理論曲線（実線）を比較
したものを図 5に示す．¯を 0:7に固定し，®を 0:25, 0:5, 0:75, 1のそれぞれの場合でプ







図 5. SPCA4-2の基本図の数値実験結果（黒丸）と理論曲線（実線）の比較．¯を 0:7に





0 (½ · 1=2)
½¡p½2 ¡ 4®(1¡ ½)(2½¡ 1)
2
(½ > 1=2)
となり，½ · 1=2ではすべての粒子が静止し，½ > 1=2では SPCA4-2と基本図が一致す
ることがわかる．このことは粒子の移動規則からも容易に推察することができる．次に
SPCA4-1については，Qを ½, ®, ¯, P10 の有理式で表すことができるが，P10 に関する
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